Formulaire

1. Concepts fondamentaux de I'algebre

1.1. Nombres réels

Propriétés des nombres opposés

a+b:a*(1j
b

-(-a)=a -(=3)=3
(—a)b =—(ab) =a(-b) (-2)3=—(2-3)=2(-3)
(-a)(-b) =ab (-2)(-3)=2-3
(-Da=-a -D@B)=-3
Notation des inverses
1 1 -1 1
a == 2t==
a 2
Soustraction et division
a-b=a+(-b) 3-7=3+(-7)

=

Propriétés des quotients

a_c¢ 2 6

b d 5 15

ad a 2.3 2

bd b 5.3 5

a _-a_a 2 2 2

b b b 5 5 5

a c a+c 2 9 2+ 11

a,z_a > £, 479 --

b b b 5 5 5 5

g+£:ad+bc E+ﬂ:2'3+5'4:@
b d bd 5 3 5.3 15
ac_ac 27 14

b d hd 53 15

a c_ad 2.7 23 6

b d bc 53 57 35
Définition de la valeur absolue

Si a=0 alors [a|=a 13]=3

Si a<0 alors [a|=-a |-3=-(-3)=3

Distance entre A et B
d(AB)=|b-a

d(-3,-5)=|-3-(-5)|=|-3+5|=|2 =2

Notation scientifique
a=cx10"

513 =5.13x10?
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1.2 Puissances et racines
Notation an
a"=a-a-a-a-..a F$=3.33=27
Exposants négatifs ou nuls
a’=1 =1
an= L 53-L1
a" 5?
Régles de calcul des puissances
ama" =g™" 23 .2[1 = 23"'4 = 27 =128
(a") =a™ (2°)' =2%* =2 = 4096
(ab)"=a"b" (20)° = (2-10)°* = 2°-10° = 8-1000 = 8000
(g)” (& (zj _Z_8
b b" 5 5 125
ﬂ_ mn 1 ;,ZS‘SZL:
a" =a - amm 23 23—5
Théoreme des exposants négatifs
a” b 27 1:2 1.9 9
b™ a" 37 1+3 4 1 4
a)"_(bY 2)" 27 3 9
b a 3 3% 2% 4
Propriétés de Q/—
n 2
(va) -a (V&) =5
Ya"=a sia>0 oua<0 etnimpair J2° =2
Ya" =al J-2)' =|-2/=2
_I_ Régles de calcul des racines
Y/ab =4/a-%b 50 =+/2:25 = /2542 =5V2
Qﬁ _Ya f5_¥ B
b b 8 Y8 2
Yva =a Yo =3f6a =52° =2
Définition des exposants rationnels
aln :Q/g L3 :3/5
am™n = /am :(am )1/" 235 :§/2_3: (23)1/5
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1.3. Expressions algébriques

Identités remarquables
(x+y)Nx-y)=x*-y*
(x£y) =x®+2xy+y?
(x£y) =x®£3x%y +3xy* + y°
P=(x=y)e +xy+y?)
+yi=(x+ y)(Xz—xy+ y2)

X3
X3

(2a+3)(2a-3)=(2a)*—3? =4a*-9

(2a—3)? = (2a)? —2(2a)(3) + (3)* =4a’ —-12a+9
(2a+3)® =8a® +36a’ +54a + 27

8a®—27 = (2a-3)(4a’ +6a+9)

125a° +1= (5a+1)(25a —5a+1)

14. Expressions fractionnaires

Fractions rationnelles
6x* —5x+4
x> -9

Oou x#+3
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2. Equations et inéquations

2.1. Equations

Résolution d'une équation contenant des fractions rationnelles
1. Déterminer le ppmc des 3 oy =5 22
fractions rationnelles

2. Trouver les valeurs de la

variable qui annulent le ppmc 3+ 3)— 10 -2) =4(x+3)

3o+ 9-10x +20 =4x +12

simplifier les facteurs communs

effectuer les multiplications

3. Multiplier chaque terme de
_I_ I'équation par le ppmc et

simplifier Gr—10r—4x =12-9-20 soustraire 4x, 9 et 20
~1lx =17 regrouper les termes semblables
4. Résoudre I'équation obtenue =L diviser par 11

2.2. Applications

Résolution de problemes d'application
1. Lire plusieurs fois
soigneusement le
probléme

Un étudiant a obtenu en alpébre les notes 64 et 78. Quelle note doit-il encore
avoir pour obtenir une movenne de 807

. Etape | Lire le probléme au moins encore une fois.
2. Choisir une/des lettre(s)

qui représente(nt) la/les
guantité(s) inconnue(s)

Etape 2 Laquantité inconnue est la troisiéme note, nous posons done
X = troisiéme note.

3. Faire & tell ¢ Etape 3 Un dessin ou un diagramme n’est pas nécessaire pour ce probléme.
. Falre eventuellement un
dessin avec des légendes Etape 4 Les faits connus sont les deux premiéres notes 64 et 78, Une rela-

tion faisant intervenir x est la moyenne entre 64, 78 et x. Alors,

4. Dresser une liste des movenne = 23+ T8+
faits connus et des ’ 3
relations concernant la/les Etape 5 Puisque la moyenne doit étre 80, nous considérons 'équation
guantité(s) inconnue(s) I
64 + .\8 +x 80,
a2
—I— 5. Formuler une ou

plusieurs équations qui Etape & Nous résolvons I'équation formulée a I'étape 5:

décrivent précisément ce 64 +T78+x=80-3 multiplier par 3
qui est énoncé avec les 142 +x = 240 réduire
mots =98 soustraire 142

»~ Etape T Contréle  Siles trois notes sont 64,78 et 98, la moyenne est

64+ 78+98 _ 240 _ g
7. Contrdler les solutions . 3
en les injectant dans les

équations de base

6. Résoudre I'équation
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2.3.  Equations du 2°™ degré
Théoreme du produit égal a 0
pg=0si p=0ouq=0 3:0=0,0-5=0
Equation du 2éme degré particuliere
x> =d alors x=+d 3$?=9-3=9
(Ajouter le carré de la moitié du coefficient de x)
Compléter le carré
2 2 2 2
X% +kx+ L x+E X2 +3x+ 3. x+§
2 2 2 2
2 2 2 2
X2 —kx+ K- x—E —ax+[ 3] =(x-32
2 2 2 2
Formule de résolution de I'équation du 2éme degré
(e —b++/b®—4ac
2a
2.4, Inéquations
Intervalles
a<x<b Jasb[
a<x<b [a'b]
a<x<b [ab[
a<x<b ]ajb]
X>a '
x>a Jaier|
x<b [a; 0
x<b J-ooib]
—0 <X <0 ]—oo;oo[
Propriétés des inégalités
—|— Sia<betb<c,alorsa<c 2<5,5<9, 2«9
Sia<b, alorsa+c<b+ceta-c<b-c | 2+9<5+9,2-3<9-3
Sia<betc>0,alorsac<bcetE<E 2-9<5-9,g<§
c C 9 9
Sia<betc<0,alorsac>bcet§>9 2(79)>5(79),£>i
c ¢ -9 -9
Propriétés des valeurs absolues
laj<b=-b<a<b |2/ <3=-3<2<3
laj)>b=a<-boua>b |-2|>1=-2<-1ou2>1
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2.5. Compléments sur les inéquations
Méthode de résolution des inéquations du 2°™® degré
1. Lire la donnée
= Tx-10 donnée
2. Rendre nul un des c6tés F-Tx+10 =0 rendre nulun des cotés
(x-2){x-5) =0 factoriser
3. Factoriser
J-==:2[. 12:5[ et ]5:=.
4. Définir les intervalles
Intervalle ]—==32] 125 5] (B |
5. Effectuer le tqbleau des signes et Signe dex—2 B + +
trouver les solutions Signe de.x—5 _ _ +
Signe résultant + - +
oo 2] L] 5yee].
Propriétés supplémentaires des inéquations
. 1 1 . 1 1 1
SiO<a<b,alors —>= Si0O<=<4, alors —>=—
a b X 1/x 4
0<a?<b? (1}2
0<| =] <4?
0<+a<+b X
1
0<,|=<+/4
X
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3. Fonctions et graphiques
3.1 Systémes de coordonnées rectangulaires
Formule de la distance
RO Y) L Pa(XY2) R(=36), k(5D
(%, =) +(y, — y))* d(P,R,)=y(5-(-3)° +(1-6)* ~9.43
Formule du point milieu
M x1+x2;y1+y2 M —3+5;6+1 _ 1;1
—l— 2 2 2 2 2
3.2. Représentations graphiques d'équations
Equation standard d'un cercle
Cc(h;k) , P(x;y) C(-2:3), P(45)
r=+/(x=h)? +(y—k)? r=y(4+2)*+(5-3)* =40
r’=(x-h)*+(y-k)? r’=(x-h)>+(y-k)*=40
3.3. Droites
Définition de la pente de la droite
ROGYL)  Pa(XerY2) R(-14).R3E?2
m:yz_y1 — 2-4 :_1
X% 3-(-) 2
Equation d'une droite exprimée en fonction de sa pente
Y=y =m(x-x) 2
1
-3==(x-1
y ;=D
—I_ Recherche de I'équation d'une droite passant par deux points
y=T=%x-1)
1. Equation en fonction de la pente Hy-T7)=5(x-1)
2. Effectuer les multiplications dy-28="5x-5
3. Mettre sous la forme ax+by =n —Sx+dy=23
Sx—dy=-23
Page -- 7 -

© M.Etienne/sept. 05

Passage de I'équation cartésienne d'une droite a sa forme réduite

ax+by=c — 2x-5y=8
y=mx+b 2 [8j
y==X+| —=
5 5

Théoreme sur les pentes des droites paralleles

m, =m, |

Théoreme sur les pentes des droites perpendiculaires

mm, =-1 |

—l— 3.4. Définition d'une fonction

Définition d'une fonction

Une fonction fd'un ensemble D vers un ensemble £ est une correspon-
dance qui attribue a tout élément x de I* exactement un élément y de £,

* ’/_\
D ¥

Définition du graphique d'une fonction

Le graphique d'une fonction fest le graphique de I'équation y = fix) pour
x appartenant au domaine de définition de f.

Ensemble
image

de f

| I '
Damaine de
définition de f
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Test de la droite verticale

Un ensemble de points dans un plan est la représentation graphique d'une
fonetion si toute droite verticale coupe la courbe en un point au plus.

Fonctions croissantes, décroissantes et constantes
f(X)< f(y)six<y f est croissante

f(x)> f(y)six<y f est décroissante
f(x) = f(y) quels que soient x et y f est constante

Définition d'une fonction du premier degré
Une fonetion est une fonction du premier degré si
fix)=ax +b,
on xest un nombre réel et @ et b sont des constantes.

Si b #0, elle est appelée fonction affine.
Si b =0, fix) = ax et elle est appelée fonction linéaire.

Deuxieme définition d'une fonction
Une fonetion, dont le domaine de définition est I est un ensemble Wde
couples tels que, pour tout x de D, il ¥ a exactement un couple (x; v) de
W ayant x en premiére position.

3.5. Représentation graphique de fonctions

Fonctions paires et impaires
f(—x)=f(x)
f(=x)=—1(x)

f est une fonction paire
f est une fonction impaire

Translations, étirement,
compression
y=f(x)+c
y="f(x)-c
y=f(x-c)
y=f(x+c)
y=cf(x) avecc>1

Translation verticale vers le haut
Translation verticale vers le bas

Etirement vertical
Compression verticale
Compression horizontale
Etirement horizontal

y=cf(x)avec 0<c<1l
y= f(cx) avecc>1

y=f(cx)avec 0<c<1

Translation horizontale vers la droite
Translation horizontale vers la gauche
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3.6. Fonctions du 2°™ degré

Définition de la fonction du 2éme degré
Une fonction f est une fonction du 2°™ degré
réels avec a=0.

si f (x) =ax? +bx+c, ol a,b et ¢ sont des nombres

s(h:k)
y=a(x—h)’+k

Equation standard d'une parabole verticale

()

3 1
=2(x-=)*-=
y=2( 2) 3

y=ax?+bx+c
_b
2a

Théoréme donnant I'abscisse du sommet d'une parabole

y=2x*+8x+3

Théoréme du maximum et du minimum
b

2a

Si a<0, maximum
Si a >0, minimum

y=a(x-h)’+k

y=a(X—x)(x—X,)

y=ax’+bx+c

Relations entre les différentes formes d'une fonction du 2éme degré

Sommet : h et k dans la forme
Inter sections Ox : x=h++/-k/a

Sommet : h:%,k - f(h)
Inter sections OX : X = X, X,

Sommet: h =—£,k = f(h)
2a

b ++/b?—4ac

Inter sections Ox = —
2a

3.7. Opérations sur les fonctions

Définition d'une fonction composée

Le domaine de définition de f

La fonction composée fo g de deux fonctions f et g est définie par

(feoglix) = flglx)).

de définition de g tels que g(x) est dans le domaine de définition de f

o gest 'ensemble de tous les x du domaine
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3.8. Fonctions réciproques

Définition d'une fonction bijective

Une fonction f de domaine de définition D et d’ensemble image R est
une fenetion bijective si l'une des conditions suivantes équivalentes est
satisfaite:

(1} Pour tout a = b dans I, on a fla) # fik) dans R.

(2} Toutes les fois que fia) = f{b) dans R, alors a = b dans D,

Test de la droite horizontale

Une fonction fest bijective si et seulement si toute droite horizontale
coupe le graphique en un point au plus,

Théoreme : Les fonction croissantes ou décroissantes sont bijectives

{1} Une fonction qui est croissante en tout point de son domaine de défi-
nition est bijective.

{2} Une fonction qui est décreissante en tout point de son domaine de
définition est bijective.

Définition de la fonction réciproque
Soit fune fonction bijective de domaine de définition D et d’ensemble
image R. Une fonction g de domaine de définition R et d’ensemble image
D est la fonetion réciprogue de f, pour autant que la condition suivante
soit vérifiée pour tout x de I et tout y de R:

y=flxy sietseulementsi x=g(y}

Théoreme sur les fonctions réciproques

Soit fune fonetion bijective de domaine de définition I et d’ensemble
image R.5i g est une fonetion de domaine de définition R et d’ensemble
image [, alors g estla fonction réciproque de fsi et seulement siles deux
conditions suivantes sont vérifiées:

{1} glfix)) = x pour tout x de D

(2) flg(y)) = y pour tout y de R

f f
#lfr)) g (00
D R D R

Domaine de définition et ensemble image de f et f*
domaine de définition de f' = ensemble image de

ensemble image de ' = domaine de définition de f
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Marche & suivre pour déterminer f*

e . Etape | Le graphique de fest représenté ala figure 75. Le domaine de défi-
1. Vérifier que f est une fonction nition de fest [0; 22|, et I'ensemble image est [-3 ;==[. Puisque f est croissante,
bijective partout dans son elle est bijective et a donc une fonction réciproque ' de domaine de défini-
domaine de définition. tion [-3;==[ et d’ensemble image [0; =],

3 3 . Etape 2 Considérons 'équation

2. Résoudre I'équation

y = f(x) par rapport a x, pour
obtenir une fonction de la forme
x=f7(y). =+ Vy+3.

Puisque x est positif ou nul, nous écartons x = — Vy + 3 et nous avons

y=x'-3

et résolvons par rapport &.x, pour obtenir

FU¥=Vy+3  owocequiestéquivalent  f{x)= Vi +3.
{Motons que, si la fonction favait pour domaine de définition tous les v 20,
nous devrions choisir fF{x) = - Vx +3.)

Etape 3 Nous vérifions les conditions (a) et (b) pour x appartenant aux
3. Vérifier les conditions figurant | demaines de définition respectifs de fet f.

dans le théoréme sur les (a) FURx) = far—3)

fonctions réciproques

=
(b} AP =AVe+3)

=(Vx+3P-3=(x+3)-F=xpourxz-3

-3 +3 = V¥ pourxz0

Ainsi, la fonction réciproque est

flix)=Wx+3 pourxz-3.

3.9. Variation

Variations directement/inversement proportionnelles

y =kx c=2xr
yfk |7!
X R

Marche a suivre pour résoudre des probléemes de proportionnalités

| Ecrire une formule générale faisant intervenir les variables et une
constante de proportionnalité k.

| 1 Calculer la valeur de & de I'étape 1 en utilisant les données initiales

fournies par 'énoncé du probléme.

3 Substituer la valeur de & obtenue a I'étape 2 dans la formule de I'étape
1 pour avoir une formule particuliére faisant intervenir les variables.

4 Utiliser les nouvelles données pour résoudre le probleme.
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4. Fonctions polynomiales et rationnelles

4.1. Fonctions polynomiales de degré supérieur a 2
Formules f(x)
Degré 0 f(x)=a,
Degré 1 f(x)=ax+a
Degre 2 f(x)=a,x* +ax+a,

Théoreme de la valeur intermédiaire pour les fonctions polynomiales

Si fest une fonetion polynomiale et fla) # fib) pour a < b, alors fprend
toutes les valeurs entre fia) et fib) dans U'intervalls [a; 5.

4.2. Propriétés de la division

Algorithme de la division des polyndmes
Si fix) et p(x) sont des polynimes et si p(x) = 0, alors il existe deux poly-
ndmes uniques g(x) et r(x) tels que
fix) = plx) - glx) +rix).
avee soit #(x) = 0, soit le degré de r(x) est plus petit que le degré de p(x).
Le polynime gix) est le quotient et rix) est le reste de la division de fix}
par plx).

Théoréme du reste
Si un polyndme f(x) est divisé par X —cC, alors le reste est f(c).

Théoréme du diviseur
Un polynéme a un diviseur X —c si et seulement si f (¢) =0.
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Marche a suivre pour la division par X—C

| Commencer par disposer les coefficients des polynomes donnés selon
le tableau ci-dessous.

c|l 4 a4, 4o ... @& a4

a,

2 Multiplier a, par c.et placer le produit ca, sous a, ,, comme inciqué par
la fleche dans le tableau suivant. ( Cette fizche et les autres ne sont uti-
lisées que pour clarifier cette marche  suivre et n’apparaitront pas
dans des divisions effectives.) Ensuite prendre b, = a,, + ca,, et le pla-
cer en dessous de la barre.

c| a a,, a., ... a, a,
ca, ch, ch, ... ch, ch,,
a, b, b, e b, b, r
3 Multiplier b, par c et placer le produit cb, sous a,,, comme l'indique
la deuxitme fleche. En poursuivant, nous obtenons la somme
b, = a,,+ cb,: la placer en dessous de la barre.
4 Continuer ce processus, comme les fizches I'indiquent, jusqu’a ce que
la somme finale r = a, + ch,, soit obtenue. Les nombres
g, b b ..., b by
sont les coefficients du quotient g(x): c’est-a-dire
glx)=ax~'+bx=+...+b. x+b,,,
et rest le reste.
4.3. Zéros de polynémes

Théoreme fondamental de I'algébre

Si un pelyndme fix) a un degré positif et des coefficients complexes,
alors f{x) a au moins un zéro complexe.

Théoreme de la factorisation compléte des polynémes

Si fix) est un polynéme de degré n > 0, alors il existe » nombres com-
plexes ¢, ¢ ... 6 tels que

fixy=alx-e)x-c) - (x-c),

on a est le coefficient dominant de fix ). Chaque nombre ¢, est un zérode

fix).

Théoreme sur le nombre maximal de zéros d'un polynéme
Un polynéme de degré n > 0a au plus n zéros complexes différents.

Théoreme sur le nombre exact de zéros d'un plynéme

Si f(x) est un polyndme de degré n >0 et si un zéro de multiplicité m est compté m fois, alors f(x)

a exactement n zéros.
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Régle des signes de Descartes
Soit f{x) un polynéme a coefficients réels et a terme constant non nul.

{1} Le nombre de zéros réels posiifs de fix) est soit égal an nombre de
variations de signes dans fix), soit plus petit que ce nombre d'un
entier pair.

{2} Lenombre de zéros réels négatifs de fix) est soit égal au nombre de
variations de signes dans fi—x}, soit plus petit que ce nombre d'un
entier pair.

Théoreme sur les bornes des zéros réels des polyndmes

Supposons que fix) est un polyndme a coefficients réels et a coefficient

dominant positif, et que fix) est divisé par x — c.

(I} Sic=0et sitous les nombres de la troisiéme ligne du processus de
division sont soit positifs soit nuls, alors ¢ est une borme supérieure
des zéros réels de flx).

(2} Sic<0etsiles nombres de la troisiéme ligne du processus de divi-
sion sont alternativement positifs et négatifs (dans cette troisizme
ligne, 0 est considéré comme soit positif soit négatif), alors c est une
borne inférieure des zéros réels de fix).

© M.Etienne/sept. 05
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4.4, Zéros complexes et rationnels de polynémes

Théoreme sur les paires de zéros conjugués d'un polyndme

Si fix) est un polynome de degré n > 1 & coefficients réels et siz =a + bi
avec b = 0 est un zéro de f{x). alors le conjugué complexe z = a — bi est
aussi un zéro de flx).

Théoréme relatif a la décomposition d'un polyndme en un produit de facteurs du
premier et du deuxieme degré

Tout polyndme de degré positif n & coefficients réels peut &ire exprimé
en un produit de polyndmes du premier et du deuxieme degré i coeffi-
cients réels tels que les facteurs du deuxiéme degré sont irréductibles
dans L.

Théoreme sur les zéros rationnels d'un polynédme

Si le polynome
fix)=ax+a '+ . +ax+a

a des coefficients entiers et si o/d est un zéro rationnel de fix), c et d
n'ayant pas de facteurs premiers communs, alors

(1} le numérateur ¢ du zéro est un facteur du terme constant a,

(2) le dénominateur d du zéro est un facteur du coefficient dominant a,

4.5. Fonctions rationnelles

Définition d'une asymptote verticale

La droite x = a est une asymptote verticale pour le graphique de la fonc-
tion f'si

fx) == ou  flx) +-=

lorsque x tend vers a par la gauche ou par la droite.

Définition d'une asymptote horizontale

La droite y = ¢ est une asymptote horizontale pour le graphique de la
fonction fsi

fixy—=c lorsque x—e oulorsque x——eca.
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Théoreme des asymptotes horizontales

=l 'R
Soit fix) = Bl H X" F R AN D oy 2 et b0,
bt + b '+ -+ B+ by

(1} Sin< k. alorsI'axe des x (la droite y = 0) est 'asymptote horizon-
tale du graphique de f.

(2) Sin =k, alors la droite y = a /b, (le rapport des coefficients domi-
nants) est asymptote horizontale du graphique de f.

(3) Sin =k, le graphique de fn'a pas d’asymptote horizontale. Au lieu
de cela, fix) tend vers + == lorsque x tend vers £ ==

Tendances de x

Notation Terminologie
x—+a- x tend vers a par la gauche (par valeurs inféricures & a).
x—+a* x tend vers a par la droite (par valeurs supérieures i a).
fix) == fix) croit sans étre bornde ( flx) prend des valeurs positives arbitrairement grandes).
fix)——e= flx) décroit sans étre bornée ( flx) prend des valeurs négatives arbitrairement grandes).

Marche a suivre pour représenter le graphique d'une fonction rationnelle

Soit fix) = % oil g{x) et A(x) sont des polyndmes sans facteur commun.

Deéterminer les intersections avec Oux., ¢’est-h-dire les zéros réels du
numérateur g(x), et reporter les points correspondants sur axe des x.

Deéterminer les zéros réels du dénominateur h(x). Pour chaque zéro
réel g, représenter I"asymptote verticale x = a en traitillés.

Déterminer I'intersection avec Oy, fi0) si elle existe, et reporter le
point (0:f{0)) sur I'axe des y.

Appliquer le théoréme des asymptotes horizontales. 5%l y a une
asymptote horizontale y =, la représenter en traitillés.

'l y a une asymptote horizontale y = ¢, déterminer si elle coupe le
graphique. Les abscisses des points d'intersection sont les solutions de
I"équation fix) = c. Reporter ces points s°ils existent.

Représenter le graphique de fdans chaque région du plan Oxy déter-
minée par les asymptotes verticales vues a I’étape 2. 51 nécessaire,
exprimer par un signe que le graphique est au-dessus ou au-dessous de
I'axe des x ou de I'asymptote horizontale. Utiliser 'étape 5 pour déter-
miner sile graphique tend vers I'asymptote horizontale par en dessus
ou par en dessous.
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5. Fonctions exponentielles et fonctions logarithmiques

5.1. Fonctions exponentielles

f(x)=a"

Théoreme : Le fonctions exponentielles sont bijectives

Si x, #X,, alors a® = a”*
H X% X;
Sia* =a", alorsx, =X,

Formule de l'intérét composé

.\ Nt
c,=C [1+lj
n

Méthode de résolution des équations
1. Exprimer les deux membres avec la
méme base
2. Bijectivité
4. Résoudre

exponentielles

5.2 La fonction exponentielle naturelle

Le nombre e

1 n
(l+fj —e~2.71828
n

Lorsque N — «©

Définition de la fonction
exponentielle

La fonction exponentielle naturelle f est définie par f (x) =e* pour tout nombre réel x.

5.3. Fonctions logarithmiques

Définition de loga

Soit a un nombre réel positif différent de 1. Le logarithme de base a de x est défini par
y=log, x six=a’ pour tout x>0 et tout nombre réel y.

_I_ Propriétés de logax

log,1=0
log,a=1
log,a" =x

aI(Jga X _ X

log,1=0
log,,10=1
log,8=1log,2° =3
glogs7 _ 7

f(x)=log, x

Théoréme: les fonctions logarithmiques sont bijectives

Si x, # X,, alors log, x, # log, X,
Si log, x, =log, x,, alors x, =x,

Définition du logarithme décimal
log x = log,, x pout tout x >0

log5=1og,,5
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Formulaire

Définition du logarithme naturel
Inx =log, x pout tout x >0

In5=1log, 5

5.4. Propriétés des logarithmes

Reégle de calcul des logarithmes
log, (uw) =log, u+log, w

Ioga(gjz log,u-log, w
w

(Egalement valable pour les logarithmes naturels)
logs(2-3) =log; 2+log, 3
log, (gj =log; 2-log, 3

log, (2*) = 4log, 2

—|— log, (u®)=clog,u

Erreurs a ne pas commettre
log, (u+w) #log, u+log, w

log, (u—w) = log, u—log, w

5.5. Equations exponentielles et logarithmiques

_log,u
log, b

a

log, u

Théoreme: Formule de changement de base

log,, 5

log,5=
9 log,, 2

Erreurs ane pas commettre

log, u #log, [Ej
log, b b

log, u
log, b

a

#log, (u—b)
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6. Systémes d'équations et d'inéquations

6.1. Systémes d'équations

_l_

Marche a suivre pour la résolution par substitution de deux équations a deux inconnues
I Résoudre une des équations par rapport 4 une des inconnues u en
fonction de I'autre inconnue v.

2 Substituer u trouvé i I'étape 1 dans 'autre équation, pour obtenir une
équation en v uniquement.

3 Trouver les solutions de I'équation en v obtenue a I'étape 2.

4 Substituer les valeurs de v trouvées a I'étape 3 dans 'équation de
'étape 1 pour trouver les valeurs correspondantes de .

Weérifier dans le systeme donné chaque couple (u;v) trouve a 'étape 4.

6.2. Systémes d'équations linéaires a deux inconnues

Théoreme sur les systémes équivalents

(1) deux équations sont interverties,

Soit un systéme d'équations donné, on obtient un systeme équivalent si

(2) une équation est multiplige ou divisée par une constante non nulle,

(3) unmultiple constant d'une équation est additionné i une autre équation.

Caractéristiques d'un systeme de deux équations linéaires a deux inconnues

Graphigues

Nombre de solutions

Classification

Droites sécantes

Droites confondues

Droites paralléles

Une selution
Infinité de solutions

Aucune solution

Systeme possible
Systéme indéterming

Systéme impossible
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6.3. Systémes d'équations linéaires a plus de deux inconnues
) o Forme échelonnée d'une matrice
Méthode de résolution par elimination (1) Le premier nombre non nul de chaque ligne, en lisant de gauche a
Résoudre le systéme droite, est 1.

(2) La colonne contenant le premier nombre non nul de n'importe
quelle ligne est 4 gauche de la colonne contenant le premier nombre
non nul dans Ia ligne du dessous

(3) Des lignes forméesentiérement de zéros peuvent apparaitre au bas
de la matrice.

Solution

additionner -2 fois la premiére equation

& la deuxiéme équation Marche a suivre pour trouver la forme échelonnée d'une matrice

Repérer la premiére colonne qui contient des éléments non nuls, et
appliquer des transformations élémentaires de lignes de maniére a
obtenir le nombre 1 dans la premiére ligne de cette colonne.
Appliquer des transformations élémentaires de lignes du type
kR, + R,— R, pour j= 1 pour obtenir (| sous le nombre 1, obtenu a
multiplicr la dewsizme equation par 4 I'Etape 1, dans chacune les lignes restantes.

Ne plus tenir compte de la premiére figne. Repérer la prochaine
colonne qui contient des éléments non nuls, et appliquer des trans-
formations élémentaires de lignes de maniére a obtenir le nombre 1
additionner -1 fois la dewxieme cquation dans la deuxieme ligne de cette colonne.

ala troisicme cquation Appliquer des transformations élémentaires de lignes du type
kR, + R,— R, pour j> 2 pour obtenir (| sous le nombre 1, obtenu a
I'étape 3, dans chacune les lignes restantes,

Ne plus tenir compie de la premiére ni de la dewdéme ligne. Repérer la
prochaine colonne qui contient des éléments non nuls, et répéter la
procédure.

additionner 3 fois la premigre cquation
4 la trodsieme équation

_l_

w

ct la troisieme ¢quation par —

&

multiplier la troisiéme ¢ quation par —4

& Continuer la procédure jusqu'a ce que la forme échelonnée soit atteinte,
Définition d'une matrice
Soient m et n des entiers positifs. Une mairice m % n est un tableau de 6.4. Fractions partielles
la forme suivante, ol chaque a, est un nombre réel:
I:!Il ﬂl: ﬂlj Lo a" BN . z e . .
P p p P Marche a suivre pour trouver la décomposition en fractions partielles
* * 0 I 5ile degré du numérateur fix) n'est pas inférieur au degré du déno-
Ay @n G . il . p F L .
minateur g(x), utiliser la division euclidienne pour obtenir la forme
adéquate.
2 Factoriser le dénominateur g(x) en un produit de facteurs linéaires
Oor e s e px +q ou de facteurs quadratiques irréductibles ax® + bx + ¢, puisras-

sembler les facteurs identiques de sorte que g{x) soit le produit de fac-
P . . . . teurs d ifférents, de la forme (px + )™ ou (@x® + by + ¢, m et n entiers
Théoréme des transformations des lignes d'une matrice o differents (pe+-gfon {o+brey
positifs ou nuls.
Soit une matrice d'un systéme d'équations linéaires, on obtient une Appliquer les régles suivantes aux facteurs trouvés a I'étape 2.
matrice d'un systéme équivalent si Regle At pour chaque facteur de la forme (px + g avece m 2z 1L la

(1) deux lignes sont interverties, décomposition en fractions partielles contient une somme de m frac-
tions partielles de la forme

(%]

(2) une ligne est multipliée ou divisée par une constante non nulle,
(3) unmultiple constant d'une ligne est additionné & une autre ligne. A A i_
px+q  (px+gf (px+gp
oil chaque numeérateur A4, est un nombre réel.
R—R, Echanger les lignes 7 et j Rigle B: pour chaquelfac:teur dela formle [+ bx + cf avecn lLet
: y ax® + bx + ¢ irréductible, la décomposition en fractions partielles
contient une somme de » fractions partielles de la forme
Ax+ B, o Ax + B, foood Ax+ B,
a‘+br+c  (ax+bx+cf {ax + bx + c)*”

Symbole Signification

kR,— R, Multiplier la ligne i par &
kR, +R,—R, Additionner & fois la ligne 74 la ligne j

ol chaque A, et chaque B, est un nombre réel.

4 Trouver les nombres A, et B, de I'étape 3.
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6.5. Systemes d'inéquations

Marche a suivre pour représenter graphiquement I'ensemble des solutions d'une

inéquation en x ety

I Remplacer le symbole d'inégalité par un signe égal. et représenter gra-
phiquement 'équation qui en résulte. Utiliser des traits discontinus si

le symbole d'inégalité est < ou =, pour indiquer qu’aucun point de la
courbe n'est une solution. Utiliser un trait plein si le symbole d'iné-
galité est = on 2, pour indiquer que les solutions de 1'équation sont
aussi solutions de l'inéquation.

2 Si R est une région du plan xy délimitée par le graphique trouve a
I'étape 1 et si un point test (p;g) dans R est solution de I'inéquation,
alors tout point de R est solution. Ombrer R pour indiquer cette pro-
priété. 8i (p; ) n'est pas une solution, alors aucun point de & n'est
solution et R est laissé sans ombrage.

6.6.

Programmation linéaire

Marche a suivre pour résoudre un probleme de programmation linéaire

I Représenter graphiquement la région R déterminée par le systéme
des contraintes.

Caleuler les sommets de R.

Wk

Calculer les valeurs de la fonction objectif € i chaque sommet de R.
Sélectionner la(les) valeur(s) maximum ou minimum de C trouvée(s)
al'étape 3.

&

6.7.

Le calcul matriciel

Définition de I'égalité et de I'addition de matrices

Soient 4 =(ay), B = (hy), et C = (g,),des matrices m > n.
(1) A = Bsietseulement si @y = by pour tout i et j.

(2) C=A + Bsietseulement si ¢, = a, + b, pour tout i et j.
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Théoreme des propriétés des matrices
SiA. B et Csont des matrices m * n et si O est la matrice nulle m < n,
alors
(1) A+B=B+A
() A+(B+C)=(A+B)+C
(3) A+0=4
4) A+(-A)=0
Définition du produit d'un nombre réel et d'une matrice
Le produit d'un nombre réel ¢ et d'une matrice A = (a,), de dimensions
m X m, vaut
cA = (o).
Théoreme des propriétés des matrices
SiA et B sont des matrices m > n et si ¢ et d sont des nombres réels, alors
(1) c{A +B)=cA +cB
(2) (c+d)A=cA +dA
(3) (cd)A=c(da)
Marche a suivre pour calculer le produit de deux matrices
I Isoler la ieme ligne, Li, de A et la gme colonne, C,, de B:
Gyl o iy
B b, by
1 by S
A0 @z :
b, by by
Aoy g 0 iy
1 Simultanément, avancer vers la droite le long de L, et vers le bas le
long de C.en multipliant les éléments deux a deux, pour obtenir
ﬂnbm”an-ﬂwb-r' 2 .,G,b,,_..
3 Additionner les produits deux & deux caleulés & I'étape 2 pour obte-
nir ¢, ;
0, = a,,b,_.+ acb:_. + @% +. ..+ a..b,._.
Définition du produit d'une matrice
Soit A = (@) une matrice m x n et soit B = (b,) une matrice n % p.Le pro-
duit AB est la matrice C = (c,), de dimensions m x p, telle que
€y =duhy + @+ Gl + o+ by
pouri=12,....metj=12,...,p.
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6.8. L'inverse d'une matrice

Définition de l'inverse d'une matrice
Soit A une matrice carrée d’ordre n. §'il existe une matrice B telle que
AB=1I =EBA,
alors B est appelée linverse de A et désignée par A™ (lire « inverse de A»).

Calcul de l'inverse d'une matrice 2x2
Calculer A*sid= >
alculer 5l =11 'NE

Solutlon  Nous commengons par la matrice
1 1]
o1l

Ensuite, nous appliquons des transformations élémentaires de lignes jusqu’a
ce que la matrice unité 7, apparaisse i pauche de la ligne verticale:

1 0 R «—RJ1 4
01 30§

5
4

(YR

L Ly

5
4

SR+ R —R

L
-
[

SRR — R |01

(==

1
I
1

D’aprés le raisonnement précédent,

= ta
—

]

—
— e
o

—
|
all= il

|

s afen

—_

n

L
= —
—_—

J S—

i
|

e
i
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6.9. Déterminants

Définition du déterminant d'une matrice NxN

Le déterminant | A | d'vne matrice A d’ordre n est le développement des
cofacteurs suivant les éléments de la premiére ligne:

[A]= Gy + @Az 4 - + Gy,

En termes de minaurs,

| A= @by — @My 4 -+ + (=1 M,,.

Définition des mineurs et des cofacteurs
Soit A = (a,) une matrice carrée d'ordre n = 1.

I Le mineur M,de I'élément a, est le déterminant de la matrice d'ordre

n -1 obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j.

2 Le cofucteur A, de I'élément a, est Ay = (-1 M,

Théoreme du développement des déterminants

5i A est une matrice carrée d'ordre # = 1, on peut caleuler le déterminant
| A | en multipliant les éléments de n'importe quelle ligne (ou colonne)
par leurs cofacteurs respectifs et en additionnant les produits obtenus

Matrice avec une ligne de zéros

Sitous les élémentsd une ligne (ou colonne) d’une matrice carrée A4 sont
nuls, alors |4 |= 0.

Théoréme de l'inversibilité d'une matrice

Si A est une matrice carrée, alors A est inversible si et seulement si| A |2 0.

6.10.  Propriétés des déterminants

Théoreme des transformations de lignes et de colonnes d'un déterminant
Soit 4 une matrice carrée d'ordre a.

(1) Siune matrice B s'obtient & partir de 4 en échangeant deux lignes
(o colonnes),alors| B |=— 4|

(2) Si B s'obtient a partir de A en multipliant chaque élément d'une
ligne (ou colonne) de A par un nombre réel k,alors | B| =& | A|.

(3) Si Bs'obtient i partir de A, en additionnant & fois n'importe quelle

| ligne (ou eolonne) de A avec une autre ligne (ou colonne), & Etant

un nombre réel, alors| B | =| A |, c’est-i-dire que les déterminants
de B etde A sont égaux.

Théoreme des lignes identiques

i deux lignes (ou colonnes) d'une matrice carrée A sont identiques,
alors | A |=10.

Reégle de Cramer (forme générale)
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